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Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [19℄ íà
ñëó÷àé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Ïóñòü D(Ω)  ïðîñòðàíñòâî òåñòóíêöèé â Ω (áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì), à D′(Ω)  ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî
ðàñïðåäåëåíèé. Ìû ñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ êàêèõ óíêöèé q ∈ D′(Ω)
êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð −∆+ q?
Ìû òàêæå áóäåì èçó÷àòü ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû
L =
∑
|α|,|β|≤m
Dαcα,β(x)D
β, x ∈ Ω ⊂ Rn, (1)
ãäå êîýèöèåíòû cα,β(x)  íåïðåðûâíûå óíêöèè ïðè |α| = |β| = m, à ïðè
|α|+ |β| < 2m,  ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âîçíèêàåò àíàëîãè÷íûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ óíêöèé cα,β ∈ D′(Ω)
êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð âèäà (1)? Çäåñü ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ
çàäà÷ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëó÷àå Ω 6= Rn äëÿ çàäàíèÿ îïåðàòîðà
íóæíî çàäàâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ. Ñàìûå ïðîñòûå êðàåâûå óñëîâèÿ â íàøåé
ñèòóàöèè  óñëîâèÿ Äèðèõëå. Äëÿ óñëîâèé Äèðèõëå ìîæíî áåç òðóäà
ïîëó÷èòü àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ îáåèõ ðàáîò [19℄, [20℄. Ñ äðóãèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè äåëî îáñòîèò ñëîæíåå. Çäåñü ìû ïîäðîáíî ðàçáåðåì òîëüêî ñëó÷àé
îïåðàòîðà −∆+ q ñ îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà.
Â êîíöå ðàáîòû äëÿ îïåðàòîðîâ −∆ + q, q ∈ D′, ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå
è Íåéìàíà, ìû èçó÷àåì àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è áàçèñíûå
ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ óíêöèé.
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1 Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà è
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, âîçìóùåííûõ
ñèíãóëÿðíûìè êîýèöèåíòàìè
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îïåðàòîð −∆ + q è ñâÿæåì ñ íèì êâàäðàòè÷íóþ
îðìó
((−∆+ q)ϕ, ϕ) = (∇ϕ,∇ϕ) + (qϕ, ϕ),
îïðåäåëåííóþ íà òåñòóíêöèÿõ ϕ ∈ D(Ω). Î÷åâèäíî, îðìà (∇ϕ,∇ϕ)
äîïóñêàåò çàìûêàíèå íà ïðîñòðàíñòâî
◦
H 1(Ω). Ïîýòîìó ñ âûðàæåíèåì −∆+q
ìîæíî ñâÿçàòü îïåðàòîð, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|(qϕ, ϕ)| ≤ ε‖ϕ‖H1 +M‖ϕ‖L2 , ϕ ∈ D,
ãäå ε äîñòàòî÷íî ìàëî, à M = M(ε). Ìû äîëæíû çàìêíóòü ýòî íåðàâåíñòâî
íà óíêöèè ϕ ∈
◦
H 1(Ω). Íî òîãäà ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
q åñòü ìóëüòèïëèêàòîð èç
◦
H 1(Ω) â äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ïî îòíîøåíèþ
ê L2(Ω), ïðè÷åì îòíîñèòåëüíàÿ íîðìà ýòîãî ìóëüòèïëèêàòîðà äîñòàòî÷íî
ìàëà. Äóàëüíîå ê
◦
H 1(Ω) ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H−1(Ω) è äëÿ íåãî
ñïðàâåäëèâà ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà (ñì. [1, ãë. 1.12℄):
Âñÿêèé ýëåìåíò f ∈ H−1(Ω) ïðåäñòàâèì â âèäå
f =
n∑
i=1
Dxifi, (2)
ãäå fi ∈ L2(Ω), à ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé. Íîðìà â
H−1 ýêâèâàëåíòíà íîðìå
‖f‖2−1 = inf
n∑
i=1
‖fi‖
2,
ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì fi, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (2).
Äàëåå, ïðîñòðàíñòâà
◦
H s(Ω) ïðè 0 ≤ s ≤ 1 ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
èíòåðïîëÿöèè
◦
H s(Ω) = [
◦
H 1(Ω), L2(Ω)]s, è çàòåì ïîëîæèòü H
−s(Ω) =
(
◦
H s(Ω))′. Âïðî÷åì, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
◦
H s(Ω) è H−s(Ω) ïðè 0 ≤ s ≤ 1, à òàêæå ïðè âñåõ s ∈ R. Ñ íèìè ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ â ñòàòüÿõ Õåðìàíäåðà [2℄, Âîëåâè÷à è Ïàíåÿõà [3℄. Äðóãèå
îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû óêàçàííîìó ïðè s 6= ±1/2 (â îáùåì ñëó÷àå ïðè
s 6= k + 1/2, k ∈ Z).
Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñëåäàõ ïðîñòðàíñòâà
◦
H mp (Ω) ïðè öåëûõ m ≥ 1
êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïðè p > 1. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç óíêöèé
2
u ∈ Hmp (Ω), äëÿ êîòîðûõ
u(x)|∂Ω =
∂
∂~n
u(x)|∂Ω = · · · =
∂m−1
∂~nm−1
u(x)|∂Ω = 0,
ãäå ~n åñòü íîðìàëü ê ∂Ω. Â êíèãå [4℄ ïðîñòðàíñòâî H−mp (Ω) îïðåäåëåíî
ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíîé òåîðåìû. À èìåííî, H−mp (Ω) ñîñòîèò èç
ðàñïðåäåëåíèé u(x) ∈ D′(Ω), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
u(x) =
∑
|α|≤m
DαVα(x), ãäå Vα ∈ Lp(R
n). (3)
Íîðìó â H−mp (Ω) ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì
‖u‖−m,p = inf

∑
|α|≤m
‖Vα(x)‖
p


1/p
,
ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì Vα, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (3).
Ïðè Ω = Rn òàêîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðåæíèì. Ïðè íåöåëûõ s ≤ m
ïðîñòðàíñòâà H−sp ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè.
Òåïåðü âñïîìíèì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ñòàòüå [19℄. ×òî áûëî
èñïîëüçîâàíî â äîêàçàòåëüñòâàõ, êîãäà Ω = Rn? Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâ Hsp(R
n) è íîðìû â íèõ. Òåïåðü ìû èìååì òàêèå îïðåäåëåíèÿ
äëÿ
◦
H sp(Ω) è H
−s
p (Ω). Äàëåå, èñïîëüçîâàëèñü òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà
è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç êíèãè ÌàçüèØàïîøíèêîâîé (ñì. òåîðåìû 6 è 7
ñòàòüè [19℄). Íî èçâåñòíî (ñì. [5℄, [6℄), ÷òî òåîðåìû âëîæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ
◦
H s(Ω) è H−s(Ω), à èñïîëüçîâàííûé ðåçóëüòàò ÌàçüèØàïîøíèêîâîé òàêæå
ñïðàâåäëèâ äëÿ ãëàäêîé îáëàñòè Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ
èç
◦
H 1(Ω) â H−1(Ω), à òàêæå èç
◦
H m−|α|(Ω) â H−m+|β|(Ω), ìû èìååì òàêèå æå
ðåçóëüòàòû, êàê ïðè Ω = Rn. Ñîðìóëèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω  ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Ïóñòü
q(x) ∈


H−12 (Ω), åñëè n = 1,
H−12+ε(Ω), ïðè íåêîòîðîì ε > 0, åñëè n = 2,
H−1n (Ω), åñëè n ≥ 3.
(4)
Òîãäà îïåðàòîð −∆ + q(x) êîððåêòíî îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
êâàäðàòè÷íûõ îðì. À èìåííî, êâàäðàòè÷íàÿ îðìà
(Lu, u) = (∇u,∇u) + (q(x), uu), (5)
3
îïðåäåëåííàÿ ïðè u ∈ D(Ω), äîïóñêàåò çàìûêàíèå íà
◦
H 1(Ω)
êàê ñåêòîðèàëüíàÿ îðìà (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé q(x)  êàê
ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îðìà). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò mñåêòîðèàëü-
íûé (ïîëóîãðàíè÷åííûé) îïåðàòîð L â H = L2(Ω), àññîöèèðîâàííûé ñ ýòîé
îðìîé. Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð â
ïðîñòðàíñòâå H−1 = H−1(Ω) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) = H1 =
◦
H 1(Ω).
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ L åñòü êîìïàêòíîå âîçìóùåíèå îïåðàòîðà L0 = −∆
â H−1 ñ òîé æå îáëàñòüþ D(L0) = H
1
, ïðè÷åì L èìååò äèñêðåòíûé
ñïåêòð.
Åñëè qk(x)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ óíêöèé òàêèõ, ÷òî ïðè k →
∞
‖qk(x)− q(x)‖−1,2 → 0, åñëè n = 1,
‖qk(x)− q(x)‖−1,2+ε → 0, ïðè íåêîòîðîì ε > 0, åñëè n = 2,
‖qk(x)− q(x)‖−1,n → 0, åñëè n ≥ 3,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáû÷íûõ îïåðàòîðîâ Lk = −∆ + qk(x) â H =
L2(Ω), ïîðîæäåííûõ óñëîâèÿìè Äèðèõëå, ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé
ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè ê îïåðàòîðó L. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λs,k
îïåðàòîðîâ Lk òàêæå ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λs îïåðàòîðà L,
ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ‖qk−q‖−1,p, ãäå p = 2, 2+ε, n
ïðè n = 1, 2 è ≥ 3 ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà åñòü ñëåäñòâèå ïîëó÷åííûõ íàìè ðàíåå îáùèõ
ðåçóëüòàòîâ îá îïåðàòîðàõ è òåîðåì î ìóëüòèïëèêàòîðàõ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîëàãàåì T = −∆ â ïðîñòðàíñòâå H−1 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(T ) =
H1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4) òåîðåìû, òî èç òåîðåì 6 è 7 ñòàòüè [19℄
(òî÷íåå, àíàëîãîâ ýòèõ òåîðåì äëÿ Hs(Ω)) ïîëó÷àåì, ÷òî q(x) êîìïàêòíûé
ìóëüòèïëèêàòîð èç
◦
H 1(Ω) = H1 â H−1(Ω) = H−1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5
ñòàòüè [20℄, îïåðàòîð T + q ÿâëÿåòñÿ mñåêòîðèàëüíûì â H−1 ñ òîé æå
îáëàñòüþ, à åãî êâàäðàòè÷íàÿ îðìà ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì îðìû (5).
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ñòàòüè [19℄, èìååì âëîæåíèå ñ îöåíêîé íîðì
H−1p (Ω) ⊂M [
◦
H 1(Ω), H−1(Ω)],
ãäå p = 2, 2 + ε, n ïðè n = 1, 2 è ≥ 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ðàâíîìåðíàÿ
ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü îïåðàòîðîâ Ln ñ ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè ê
îïåðàòîðó L è ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóþò èç òåîðåìû 3
ñòàòüè [19℄ (åñëè q(x) âåùåñòâåííîçíà÷íà) èëè èç òåîðåìû 5 ñòàòüè [20℄ (åñëè
q(x) êîìïëåêñíîçíà÷íà). Òåîðåìà äîêàçàíà.
4
Îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ â L2.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð L îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (1), ãäå L0
 ðàâíîìåðíî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ íåïðåðûâíûìè
êîýèöèåíòàìè cα,β(x) â îáëàñòè Ω. Ïóñòü ïðè |α| + |β| < 2m
êîýèöèåíòû cα,β(x) òàêîâû, ÷òî
cα,β ∈ H
|α|−m
p (Ω) ïðè |α| ≥ |β|, p > max{2,
n
m− |β|
},
cα,β ∈ H
|β|−m
p (Ω) ïðè |α| ≤ |β|, p > max{2,
n
m− |α|
}.
Òîãäà îïåðàòîð L, îïðåäåëåííûé íà òåñòóíêöèÿõ u(x) ∈ D(Ω), äîïóñêàåò
çàìûêàíèå êàê ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð èç ïðîñòðàíñòâà
◦
H 1(Ω) = H1 â
ïðîñòðàíñòâî H−1(Ω) = H−1 (èëè êàê íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H−1 ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L) = H1). Îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà L0, äåéñòâóþùåãî â òîì æå ïðîñòðàíñòâå.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ óíêöèé ckα,β(x) ñõîäÿòñÿ ê cα,β â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ H
|α|−m
p (Ω), òî ðåãóëÿðíûå îïåðàòîðû Lk,
ïîðîæäåííûå êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, ñõîäÿòñÿ ê îïåðàòîðó L.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Çäåñü
äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ìû îïðåäåëèì îïåðàòîð L íå ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîé
îðìû, à êàê îïåðàòîð èç
◦
H m(Ω) â H−m(Ω). Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå
êîððåêòíî, ò.ê. óìíîæåíèå íà òåñòóíêöèþ êîððåêòíî îïðåäåëåíî â
ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåãàòèâíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè, ò.å. â óñëîâèÿõ
òåîðåìû íà êîýèöèåíòû cα,β(x) ìû èìååì Lu ∈ H
−1(Ω) ïðè u ∈ D(Ω).
Êîíå÷íî, ñóæåíèå îïåðàòîðà L, äåéñòâóþùåãî â H−1(Ω), íà ïðîñòðàíñòâî
H = L2(Ω) ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì, êîòîðûé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
êâàäðàòè÷íîé îðìå (Lu, u) ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè.
Òåîðåìà äîêàçàíà. 
2 Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Íåéìàíà è òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû ïîñòðîèëè îïåðàòîð −∆+q(x) (è åãî àíàëîã äëÿ
ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ), îòâå÷àþùèé óñëîâèÿì Äèðèõëå íà ãðàíèöå
îáëàñòè Ω. Ìû çàäàåìñÿ âîïðîñîì: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü îïåðàòîð −∆ + q
ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé îòâå÷àåò êðàåâûì óñëîâèÿì Íåéìàíà
èëè òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷å? Â ýòîì ïóíêòå ìû îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ.
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àññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíûé ñëó÷àé: n = 1, Ω = (a, b) ⊂ R, êîòîðûé
áûë èçó÷åí â ñòàòüå Ñàâ÷óêà è Øêàëèêîâà [7℄. Ïóñòü q(x) ∈ H−12 (a, b), ò.å.
ñóùåñòâóåò u(x) ∈ L2(a, b) òàêàÿ, ÷òî u
′(x) = q(x) â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà
(a, b). Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå l(y) = −y′′ + q(x)y â âèäå
l(y) = −(y[1])′ − u(x)y[1] − u2(x)y,
ãäå
y[1] = y′ − u(x)y
(âûðàæåíèå y[1] íàçûâàþò êâàçèïðîèçâîäíîé).
àññìîòðèì ëèíåàë N , ñîñòîÿùèé èç àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ óíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ y[1] òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Òîãäà äëÿ y ∈ N âûðàæåíèå
l(y) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò óíêöèþ èç L1, à y
′ ∈ L2. Êðîìå òîãî, ìîæíî
èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì
(l(y), y) = (y[1], y′)− (uy, y′)− (uy′, y)− y[1]y|ba. (6)
Åñëè u(x)  âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ, òî âûðàæåíèå (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå
(l(y), y) = (y[1], y[1])− (u2(x)y, y)− y[1]y|ba. (7)
Òåïåðü âèäíî, ÷òî åñëè ïîëîæèòü
y[1](a) = y[1](b) = 0 (8)
èëè
y[1](a) = αy(a), y[1](b) = βy(b), (9)
òî âûðàæåíèÿ (6) èëè (7) îïðåäåëÿò êâàäðàòè÷íûå îðìû, êîòîðûå
äîïóñêàþò çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå H1(a, b). Óòâåðæäåíèå î çàìûêàåìîñòè
ýòèõ îðì ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíûõ îöåíîê
|(u(x)y′, y)|+ |(u(x)y, y′)|+ |αy2(a)|+ |βy2(b)| ≤
≤ ε‖y′‖+ (ε−1‖u‖2L2 +M)‖y‖
2,
ãäå ε > 0 ìîæíî âçÿòü ëþáûì, à M çàâèñèò òîëüêî îò α è β. Èç ïðîâåäåíûõ
îöåíîê âûòåêàåò: åñëè y ∈ N , òî y[1] ∈ L2(a, b), à òàêæå y′ ∈ L2(a, b). Ñòàëî
áûòü, N ⊂ H12 (a, b). Èíòåðåñíî îòìåòèòü ñëåäóþùèé àêò: åñëè
N0 = {y ∈ H
1
2 (a, b)|l(y) ∈ L2(a, b)}, (10)
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òî y[1] àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ò.å. N0 ⊂ N . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî
−y′′ + q(x)y = f(x) ∈ L2
â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, à y′ ∈ L2, òî y[1] ∈ L2, u2(x)y ∈ L1; ñëåäîâàòåëüíî,
(y[1])′ ∈ L1, ÷òî âëå÷åò y[1] ∈ H11 (a, b), ò.å. y
[1]
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó
äëÿ óíêöèé èç N0 êîððåêòíî îïðåäåëåíû ñëåäû y[1](a) è y[1](b). Ñòàëî áûòü,
ñ âûðàæåíèåì −y′′ + q(x)y ìû ìîæåì ñâÿçàòü îïåðàòîð LU ñ îáëàñòüþ
NU = {y ∈ N |Uj(y) = 0, j = 1, 2}, (11)
ãäå Uj(y)  ëèíåéíûå îðìû âèäà (8) èëè (9) (îòìåòèì, ÷òî ìîæíî
ðàññìîòðåòü è äðóãèå êðàåâûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå:
y(a) = eiθy(b), y[1](a) = eiθy[1](b), âàæíî ëèøü, ÷òîáû âûðàæåíèå y[1]y|ba ìîæíî
áûëî âûðàçèòü ÷åðåç y(a) è y(b)).
Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ îðìà (LUy, y)
îïåðàòîðà LU áóäåò çàìûêàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå H
1
2 (a, b); áîëåå òîãî, îáëàñòü
åå çàìûêàíèÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì H12 (a, b) (åñëè êðàåâûå
óñëîâèÿ áûëè âèäà (8) èëè (9)), à ëèíåàë NU áóäåò ïëîòåí â H1(a, b).
Ïîñòðîåííûé îïåðàòîð LU ìîæåò áûòü íàçâàí îïåðàòîðîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì îáîáùåííîé çàäà÷å Íåéìàíà (â ñëó÷àå óñëîâèé (8))
èëè òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷å (â ñëó÷àå óñëîâèé (9)). Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ
êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà LU îñòàåòñÿ ðåøèòü òîëüêî îäíó çàäà÷ó:
äîêàçàòü ïëîòíîñòü ëèíåàëà NU â ïðîñòðàíñòâå H
1(a, b). Îòìåòèì, ÷òî â
ðàáîòå [7℄ êîíñòðóêöèÿ îïåðàòîðîâ LU îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäðóãîìó.
Äàëüíåéøèé íàø ïëàí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðèâåäåííóþ êîíñòðóêöèþ
ìû ðåàëèçóåì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïëîòíîñòè
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ìû èñïîëüçóåì èäåþ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðàìè ñ
ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòåíöèàë q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4),
ò.å. ñóùåñòâóåò âåêòîðóíêöèÿ V (x) = {V1(x), . . . , Vn(x)} òàêàÿ, ÷òî
Vj(x) ∈


L2(Ω), åñëè n = 1,
L2+ε(Ω), ïðè íåêîòîðîì ε > 0, åñëè n = 2,
Ln(Ω), åñëè n ≥ 3,
(12)
ïðè÷åì q(x) = div V (x). Âûðàæåíèå L(f) = (−∆ + q(x))f(x) ïðåäñòàâèì â
âèäå
L(f) = − div(∇f − V f)− V · (∇f − V f)− V · V f. (13)
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Î÷åâèäíî, àíàëîãîì êâàçèïðîèçâîäíîé, îïðåäåëåííîé ïðè n = 1, ÿâëÿåòñÿ
âûðàæåíèå
[∇]f = ∇f − V f.
Íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé n ≥ 3 (ðàññóæäåíèÿ ïðè
n < 3 àíàëîãè÷íû) è îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîñòðîåíèåì îïåðàòîðà, îòâå÷àþùåãî
îáîáùåííîé çàäà÷å Íåéìàíà
([∇]f · ~n)|∂Ω = 0 (14)
(óñëîâèå ([∇]f · ~n + α(x)f)|∂Ω = 0, ãäå α(x)  ãëàäêàÿ óíêöèÿ íà ∂Ω,
ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå). Ñíà÷àëà çàìåòèì ñëåäóþùåå.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü óíêöèÿ f ∈ H12 (Ω) òàêîâà, ÷òî L(f) ∈ L2(Ω) â
ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà Ω. Òîãäà
[∇]f ∈ [H12n/(n+2)]
n
(çäåñü ñòåïåíü n îçíà÷àåò nóþ äåêàðòîâó ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà). Â ÷àñòíîñòè, êîððåêòíî îïðåäåëåí ñëåä íà ãðàíèöå ∂Ω
óíêöèè [∇]f , ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó
[H
(n−2)/(2n)
2n/(n+2) (∂Ω)]
n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L(f) ∈ L2(Ω), òî (êàê óæå áûëî îòìå÷åíî) âòîðîå è
òðåòüå ñëàãàåìûå â (13) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2n/(n+2)(Ω) ⊃ L2(Ω).
Íî òîãäà ñëàãàåìîå div[∇]f ∈ L2n/(n+2)(Ω), è, ñëåäîâàòåëüíî, [∇]f ∈
[H12n/(n+2)(Ω)]
n
. Óòâåðæäåíèå î ñëåäå ýòîé óíêöèè òåïåðü âûòåêàåò èç
èçâåñòíîé òåîðåìû î ñëåäàõ (ñì., íàïðèìåð, [6℄). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîð LN (çäåñü èíäåêñ N îçíà÷àåò, ÷òî ìû
ðàññìàòðèâàåì êðàåâûå óñëîâèÿ Íåéìàíà) ñëåäóþùèì îáðàçîì:{
LNf = L(f),
D(LN ) = {f ∈ H
1(Ω),L(f) ∈ L2, ([∇]f · ~n)|∂Ω = 0}.
(15)
Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Â ñèëó
îðìóëû ðèíà ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà LN ðàâíà
(LNf, f) = (∇f,∇f)− (Uf,∇f)− (∇f, Uf).
Ïðîâîäÿ ýëåìåíòàðíûå îöåíêè (òàêèå æå, êàê ïðè n = 1), ïîëó÷èì,
÷òî ýòà îðìà çàìûêàåìà, ïðè÷åì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ åñòü
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ïîäïðîñòðàíñòâî â H1(Ω). Èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçâåñòíî, ÷òî åñëè
ïîòåíöèàë q(x)  ãëàäêàÿ óíêöèÿ, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ
îðìû ñîâïàäàåò ñ H1(Ω).
Îáîçíà÷èì òåïåðü H1 = H1(Ω), à H−1  äóàëüíîå ê H1(Ω) ïî îòíîøåíèþ
ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â L2(Ω). Ïðè n = 1 äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
H−1 îïèñàòü ëåãêî (îíî íà 2 ðàçìåðíîñòè øèðå, íåæåëè H−1(Ω)); ïðè n ≥
2 îïèñàíèå H−1 íàì íåèçâåñòíî. Ïóñòü V (x) ∈ (Ln(Ω))n, ò.å. âûïîëíåíî
óñëîâèå (12), è ïóñòü Vk(x)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé èç (E(Ω))
n
,
òàêèõ, ÷òî Vk(x) ñõîäÿòñÿ ê V (x) â íîðìå (Ln(Ω))
n
. Ïîëîæèì qk = div Vk,
q = div V , ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå div ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé
èç D′(Ω). Òîãäà qk(x)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé èç E(Ω), ñõîäÿùèõñÿ ê
q(x) â íîðìå H−1n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk îïåðàòîðû −∆ + qk, ïîðîæäàåìûå â
ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(∇f − Vkf, ~n)|∂Ω = 0.
Êâàäðàòè÷íûå îðìû (Lku, u) = (∇u,∇u) − (∇u, Vku) − (Vku,∇u),
îïðåäåëåííûå íà D(Lk), ñåêòîðèàëüíû, ïðè÷åì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èõ
çàìûêàíèé lk[u] ñîâïàäàþò ñ H
1
. Ââåäåì òàêæå ñåêòîðèàëüíóþ îðìó
l[u] = (∇u,∇u)− (∇u, V u)− (V u,∇u),
îïðåäåëåííóþ íà H1. Ïîñêîëüêó V ∈ Ln(Ω) è Vk → V â íîðìå ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà, òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü îðì lk[u] → l[u] ïðè âñåõ u ∈
H12 (Ω).
Ïóñòü Lˆ  mñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â H, àññîöèèðîâàííûé ñ îðìîé
l[u] ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè. Òîãäà Lˆ + ρ îãðàíè÷åííî
îáðàòèì (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ρ), è ãîìåîìîðíî îòîáðàæàåò D(Lˆ) íà L2.
Â äàëüíåéøåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì Lˆ, à òàêæå âñå îïåðàòîðû
Lk, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííî îáðàòèìûìè.
Ïóñòü T0 = −∆ + 1  ñàìîñîïðÿæåííûé ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé
îïåðàòîð â L2, ïîðîæäåííûé êðàåâûì óñëîâèåì (∇f, ~n)|∂Ω = 0. Òîãäà T0
ãîìåîìîðíî ïåðåâîäèò H1 â H−1, à T
1/2
0 òàêæå ãîìåîìîðíî îòîáðàæàåò H
1
â H0 è H0 â H−1. Ïðè ýòîì îïåðàòîð Lˆ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
Lˆ = T
1/2
0 (A + iB)T
1/2
0 ,
ãäå A  ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îãðàíè÷åííûé, à B 
ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H0. Òåïåðü, ïî àíàëîãèè ñ
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òåîðåìîé 3 ñòàòüè [19℄, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû Lk ñõîäÿòñÿ ê Lˆ â ñìûñëå
ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè.
Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Lˆ è îïåðàòîð LN , îïðåäåëåííûé â (15), ñîâïàäàþò.
Çàèêñèðóåì g ∈ L2(Ω) è ïîëîæèì f = Lˆ−1g. Ïî êâàäðàòè÷íîé
îðìå îïåðàòîðà Lˆ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ áèëèíåéíàÿ îðìà íà
H1 × H1, ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè ϕ ∈ D(Ω) âûïîëíåíî (Lˆf, ϕ) =
(∇f,∇ϕ) − (∇f, V ϕ) − (V f,∇ϕ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, L(f) äëÿ f ∈ H1
îïðåäåëåíî â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà Ω, è äëÿ f ∈ H1 è ϕ ∈ D(Ω) ïî
îðìóëå ðèíà òàêæå èìååì
(L(f), ϕ) = (∇f,∇ϕ)− (∇f, V ϕ)− (V f,∇ϕ) = (g, ϕ).
Ïîýòîìó L(f) ∈ L2(Ω). Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåííûé ãðàäèåíò
[∇]f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H12n/(n+2) è èìååò ñëåä íà ãðàíèöå.
Ïóñòü òåïåðü fk = L
−1
k g. Èç ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî fk → f
â íîðìå H1. Äîêàæåì, ÷òî ∇fk−Vkfk → [∇]f â íîðìå H
1
2n/(n+2). Òîãäà èç òîãî,
÷òî (∇fk−Vkfk)·~n = 0, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî (∇f−V f)·~n = 0, ò.å. f ∈ D(LN).
Ïîñêîëüêó Lkfk = g è LNf = g, òî
0 = LNf − Lkfk = − div(∇f − V f − (∇fk − Vkfk))− V (∇f − V f−
− (∇fk − Vkfk))− (V − Vk)(∇fk − Vkfk)− (V
2 − V 2k )f.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âñå ñëàãàåìûå,
êðîìå ïåðâîãî, ñõîäÿòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2n/(n+2). Òîãäà è ïåðâîå
ñëàãàåìîå ñõîäèòñÿ â ýòîé æå íîðìå, à ïîýòîìó âûðàæåíèå (∇f−V f−(∇fk−
Vkfk)), íàõîäÿùååñÿ ïîä div, ñõîäèòñÿ â íîðìå H
1
2n/(n+2).
Èòàê, f ∈ D(LN). Åñëè g ïðîáåãàåò âñå ïðîñòðàíñòâî L2(Ω), òî f ïðîáåãàåò
âñå D(Lˆ). Ïîýòîìó D(Lˆ) ⊂ D(LN). Èç ñåêòîðèàëüíîñòè îïåðàòîðà LN è m
ñåêòîðèàëüíîñòè Lˆ òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî L = Lˆ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 4. Ïóñòü óíêöèÿ q(x) òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (4).
Òîãäà îïåðàòîð LN êîððåêòíî îïðåäåëåí îðìóëîé (15), ïðè÷åì åãî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ D(LN ) ïëîòíà â H12 (Ω). Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîñòè óíêöèè q(x)
îïåðàòîð LN ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëóîãðàíè÷åííûì, ïðè÷åì ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ρ îáëàñòü D((LN + ρ)1/2) ñîâïàäàåò  H12 (Ω).
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3 Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ LD è
LN
Ïóñòü 0 ≤ p ≤ 1, à T  ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð â H. Îïåðàòîð Q íàçûâàþò pïîä÷èíåííûì îïåðàòîðó T , åñëè
D(Q) ⊂ D(T p), ïðè÷åì
|(Qx, x)| ≤ C(T px, x) ∀x ∈ D(T p),
ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò x.
Äëÿ pïîä÷èíåííûõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíû òåîðåìû î ñîõðàíåíèè ãëàâíûõ
÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è î ñâîéñòâàõ áàçèñíîñòè
ñîáñòâåííûõ óíêöèé. Òåîðèÿ ïîä÷èíåííûõ îïåðàòîðîâ ðàçâèâàëàñü
À. Ñ. Ìàðêóñîì, Â. È. Ìàöàåâûì, Â. Ý. Êàöíåëüñîíîì, Ì. Ñ. Àãðàíîâè÷åì,
À. À. Øêàëèêîâûì è äðóãèìè.
Ïîëîæèì T0 = −∆ â ïðîñòðàíñòâå H = L2(Ω) (Ω  îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ
îáëàñòü â R
n
) ñ îáëàñòüþD(T0) = H2(Ω)∩
◦
H 1(Ω). Ñ îïåðàòîðîì T0 ñâÿçûâàåì
øêàëó ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hθ, θ ∈ R, ïðè÷åì H1 =
◦
H 1(Ω) = D(T
1/2
0 ),
H−1 = H−1(Ω).
Ëåììà 5. Ïóñòü q(x) åñòü ìóëüòèïëèêàòîð èç ïðîñòðàíñòâà Hθ â
ïðîñòðàíñòâî H−θ ïðè íåêîòîðîì 0 ≤ θ < 1 (áóäåì ïèñàòü q(x) ∈ M [θ,Ω]).
Òîãäà îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ q(x) ÿâëÿåòñÿ θïîä÷èíåííûì
îïåðàòîðó T0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü
ïåðåðàçèðîâêîé ïîíÿòèé. Êàê è ðàíåå (íî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà
R
n
), ìû ñ÷èòàåì, ÷òî q(x) ∈M [θ,Ω], åñëè
|(qf(x), g(x))| ≤ C‖f‖θ‖g‖θ f, g ∈ D(Ω).
Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå f = g è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ‖f‖θ =
‖T θ/2f‖ (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ øêàëû ïðîñòðàíñòâ), ïîëó÷àåì
|(qf(x), f(x))| ≤ C‖T θ/2f‖2 = C(T θf, f), f ∈ D(Ω).
Çàìåòèì, ÷òî D(Ω) ïëîòíî â H1, è, òåì áîëåå, â Hθ ïðè θ < 1. Ïîýòîìó
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà f ∈ Hθ, òåì áîëåå, íà f ∈ D(T θ).
Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü q ∈ M [θ,Ω] ïðè íåêîòîðîì θ < 1. Ïóñòü N(λ, LD)
 óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðåäåëåííîãî â ï.1
îïåðàòîðà LD = −∆+ q(x). Òîãäà ïðè r →∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà
N(r, LD) = (2π)
−nωrn/2 +O(rn/2+θ−1) +O(r(n−1)/2), (16)
ãäå ω  îáúåì îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n ≥ 2 ýòà îðìóëà
ñïðàâåäëèâà, åñëè q(x) ∈ H−θp (Ω) ïðè p ≥ n/θ.
Â ñëó÷àå n = 1 îðìóëà (16) ñïðàâåäëèâà ïðè
q(x) ∈


H−θ2 (Ω), åñëè 1/2 < θ < 1,
H−θp (Ω), p ≥ n/θ, åñëè 0 < θ < 1/2,
H
−1/2
p (Ω), p > 2, åñëè θ = 1/2.
(17)
Íàêîíåö, åñëè óíêöèÿ q(x) òàêîâà, ÷òî
q(x) ∈


H−12 (Ω) , åñëè n = 1,
H−1p (Ω), p > 2, åñëè n = 2,
H−1n (Ω) , åñëè n ≥ 3,
(18)
òî
N(r, LD) = (2π)
−nωrn/2(1 + o(1)), r →∞. (19)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
T0 = −∆, ïîðîæäåííîãî êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå, èìååò àñèìïòîòèêó (ñì.
íàïðèìåð, [8℄)
N(r, T0) = (2π)
−nωrn/2 +O(r(n−1)/2)), r →∞. (20)
Áîëåå òîãî, èçâåñòíî [8, IV℄, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà
îáëàñòü Ω îñòàòîê O(r(n−1)/2) ìîæåò áûòü óòî÷íåí: îí ðàâåí hr(n−1)/2(1+o(1)),
ãäå h = const.
Èç ëåììû 5 è òåîðåìû ÌàðêóñàÌàöàåâà [9℄ (ñì. òàêæå [10℄) ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ óíêöèè N(r, LD) âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà LD = T0+ q ñïðàâåäëèâà
îöåíêà
|N(r, T0)−N(r, LD)| ≤ C(N(r + cr
θ, T0)−N(r − cr
θ, T0)),
ãäå C è c  íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ó÷èòûâàÿ (20), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîïóñêàåò îöåíêó ≤ C(rn/2+θ−1) + Cr(n−1)/2.
Ýòî âëå÷åò îöåíêó (16).
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Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû (î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè
q(x) ∈ M [θ,Ω]) âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [18℄ (êàê óæå ãîâîðèëîñü
â ï.1, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè Ω = Rn, ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé
îãðàíè÷åííîé ãëàäêîé îáëàñòè Ω, åñëè ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé Äèðèõëå).
Íàêîíåö, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (18) (ýòî îòâå÷àåò ñëó÷àþ θ = 1), òî
îïåðàòîð LD = −∆+ q(x) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì âîçìóùåíèåì
T0, à òîãäà îðìóëà (19) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ì. Â. Êåëäûøà (ñì. [11, ãë.1℄).
Ñëåäñòâèå 7. Åñëè óñëîâèå òåîðåìû 6 âûïîëíåíî ïðè θ ≤ 1/2, òî
N(r, LD) = (2π)
−1ωrn/2 +O(r(n−1)/2), (21)
ò.å. îñòàòîê îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì
Äèðèõëå.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç (16) è íåðàâåíñòâà n/2+ θ− 1 ≤ (n− 1)/2,
åñëè θ ≥ 1/2. 
Òåïåðü çàéìåìñÿ âîïðîñîì î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïîñòðîåííîãî â ï.2 îïåðàòîðà LN , îòâå÷àþùåãî îáîáùåííîé çàäà÷å Íåéìàíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç TN îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà, è
÷åðåç LN  åãî âîçìóùåíèå ïîòåíöèàëîìðàñïðåäåëåíèåì q(x). Èìååì
(LNu, u) = ‖∇u‖
2 − (∇u, V u)− (V u,∇u), u ∈ D(LN).
Åñëè ïîòåíöèàë q òàêîâ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4, òî
|(∇u, V u)| ≤ ε‖∇u‖2 + C‖u‖2,
à ïîòîìó LN åñòü êîìïàêòíîå âîçìóùåíèå îïåðàòîðà TN . Ïîñêîëüêó ãëàâíûé
÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îöåíêà îñòàòêà äëÿ îïåðàòîðà TN
òàêèå æå, êàê äëÿ îïåðàòîðà T0, òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Êåëäûøà ïîëó÷àåì
N(r, LN ) = (2π)
−1ωrn/2(1 + o(1)), r →∞. (22)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6 íóæíî íàéòè óñëîâèÿ íà
óíêöèþ V (x), ïðè íåêîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|(∇u, V u)| ≤ C‖u‖2θ, θ < 1, (23)
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ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò V è θ, à ‖ · ‖θ  íîðìà â H
θ
2(Ω). Î÷åâèäíî, èìåííî
òàêàÿ îöåíêà ãàðàíòèðóåò θïîä÷èíåííîñòü îïåðàòîðà LN îïåðàòîðó TN â
ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ îðì.
Êîíå÷íî, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ãðóáûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà óíêöèþ
V (x), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (23). Íî íàøà ãèïîòåçà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ýòà îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4. Çäåñü ìû ïðèâåäåì
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû òîëüêî ïðè θ < 1/2.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå ðèâàðà (ñì. [12℄, è [6, ãë.5℄) èìååì, ÷òî
ïðè θ < 1/2 ñîâïàäàþò èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà
[
◦
H 12(Ω), L2(Ω)]θ = [H
1
2 (Ω), L2(Ω)]θ =: H
θ
2 (Ω).
Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ óíêöèé D(Ω) ïëîòíî â
◦
H 12(Ω), òî D(Ω)
òàêæå ïëîòíî â Hθ2 (Ω) ïðè θ < 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü îöåíêó (23) äëÿ u ∈ D(Ω). Íî äëÿ òàêèõ óíêöèé u èìååì
(∇u, V u) = (u, qu), ãäå q = div V . Òàê êàê íîðìû ‖T θ/20 u‖ è ‖u‖θ ïðè θ < 1/2
ýêâèâàëåíòíû, òî îöåíêà (23) âûòåêàåò èç ëåììû 5. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 8. Ïóñòü óíêöèÿ q(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ (18). Òîãäà
äëÿ óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé N(r, LN ) âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå (22). Åñëè æå q(x) ∈ H−θp (Ω) ïðè p ≥ n/θ, θ < 1/2, òî
ñïðàâåäëèâà îðìóëà (21).
4 Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðîâ LD è LN
Åñëè óíêöèÿ q(x) âåùåñòâåííà, òî ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû LD è LN
ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè, à ïîòîìó èõ ñîáñòâåííûå óíêöèè, ñîãëàñíî
òåîðåìå èëüáåðòàØìèäòà, îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
L2(Ω). Êîíå÷íî, ýòî íå òàê, åñëè q(x)  êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë. Îäíàêî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (18) îïåðàòîðû LD è LN ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíûìè âîçìóùåíèÿìè ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T0 è TN , à ïîòîìó
ñèñòåìà èõ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé, ñîãëàñíî òåîðåìå
Êåëäûøà (ñì. [15℄,[13, ãë.III℄), áóäåò îáðàçîâûâàòü ïîëíóþ ñèñòåìó (çäåñü
ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî îïåðàòîðû T−10 è T
−1
N ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, ò.å. îïåðàòîðû T−k0 è T
−k
N ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì k). Äëÿ θïîä÷èíåííûõ îïåðàòîðîâ ïðè θ < 1 ìîæíî óòâåðæäàòü
áîëüøåå.
Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèñîåäèíåííûõ
óíêöèé ó îïåðàòîðîâ LD è LN íåò. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå áàçèñà äëÿ
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ñóììèðîâàíèÿ ìåòîäîì Àáåëÿ, ïðèíàäëåæàùèé Â. Á. Ëèäñêîìó [14℄. Ïóñòü
{yk}∞1  ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â
ïðîñòðàíñòâå H, à {zk}
∞
1  áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà (ñîãëàñíî òåîðåìå
Êåëäûøà [15℄, òàêàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A
ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì). Ñèñòåìà {yk} îáðàçóåò áàçèñ äëÿ ìåòîäà
ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ ïîðÿäêà α > 0, åñëè ðÿä
f(t) =
∞∑
k=1
(f, Zk)e
−λα
k
tyk
ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ t > 0 è f ∈ H (ïîñëå âîçìîæíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê, íå
çàâèñÿùåé îò t è f), ïðè÷åì ‖f(t) − f‖ → 0 ïðè t → +0. Çäåñü âûáèðàåòñÿ
ãëàâíàÿ âåòâü óíêöèè λα (ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè λ > 0) ñ ðàçðåçîì ïî
îòðèöàòåëüíîé îñè.
Ñîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò î ïîëíîòå è áàçèñíîñòè ñîáñòâåííûõ
óíêöèé.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü q(x) òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (18). Òîãäà ñèñòåìû
ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðîâ LD è LN îáðàçóþò
ïîëíóþ ñèñòåìó â L2(Ω). Áîëåå òîãî, ýòè ñèñòåìû îáðàçóþò áàçèñ äëÿ
ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ ïîðÿäêà α ≥ n/2. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü. À èìåííî, åñëè
n ≥ 2, θ < 1, âûïîëíåíî óñëîâèå q(x) ∈ H−θp (Ω), p ≥ n/θ èëè óñëîâèå (17)
ïðè n = 1, òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà
LD îáðàçóåò áàçèñ äëÿ ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà α >
n
2
− (1 − θ). Â ñëó÷àå θ < 1/2 òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà LN .
Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ î ïîëíîòå óæå áûëî ïðîâåäåíî.
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû Ëèäñêîãî [14℄
ñ ó÷åòîì äîïîëíåíèé ê ýòîé òåîðåìå, ñäåëàííûõ Ìàöàåâûì (ñì. [16℄),
è Øêàëèêîâûì [17℄. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì
ÌàðêóñàÌàöàåâàÀãðàíîâè÷à (ñì. [10℄). 
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